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حالات الاستقرار وعدم الاستقرار في حمول المعادلات التفاضمية العادية 
التميمي عادل , البوسيفي عبدالنبي , الغروس محمد , الزناتي منصور 

 جنزور/ كمية التقنية اليندسية – القسم العام 

استقرار الحمول ، عدم الاستقرار ، عقدة مستقرة ، عقدة غير مستقرة ، نقطة سرجية ، بؤرة مستقرة ، بؤرة :الكممات الاستدراكية
 .غير مستقرة ، النقطة الحرجة ، دوامة ، المرافق التخيمي ، حمزون

الممخص 
يمكن تمخيص حالات استقرار الحمول لممعادلات التفاضمية من الرتبة الاولى في متغيرين عند النقطة الحرجة- 0xكالاتي :

 112)انالجذر  nodestable) عقدة مستقرةاكونان حقيقيين سالبين في ىذه الحالة يكون لديني لممعادلة المميزة قد (، )  ،
)كونان حقيقيين موجبين وتكون النقطة عقدة غير مستقرة يوقد  nodeunstable  ) .
 2 00)ذا كانت إحدى القيمتين أي الجذرين سالبة والاخرى موجبة إ اما 12   )فإن نقطة الاصل تكوننقطة سرجية  (،
intpoSaddle )  غير مستقرة.  
 3ذا كانت القيمتان الذاتيتان تخيميتين مترافقتين أي إ( i21,) Conjugateaginary Im ففي ىذه الحالة 

. (حمزون)نقطة مستقرة  (0x)تكون النقطة 
 4ذا كانت القيمتان عقدتين مترافقتين وكان الجزء الحقيقي سالبا فنحصل عمى بؤرة مستقرة إ(focusStable )  وعندما

focusUnstable)يكون الجزء الحقيقي موجبا تكون البؤرة غير مستقرة  ). 
 5021)ذا كان جذري المعادلة المميزة متساويان موجبان إ  ) ن النقطة إف(0x)   تكون عقدة فعمية غير مستقرة
(nodeproper  Unstable). 

 6021)ذا كان الجذرانإ  ) ن النقطة تكون عقدة غير فعمية إف(nodeproper Im)  ًوتكون غير مستقرة تقاربيا  .
 7 ذا كانت إفي حالة الجذرين التخيميين(0) تكون حمزون وغير مستقر فإنيا  .
 8 في حالة الجذرين التخيميين اذا كانت (0) ن النقطة إف(0x)  ً(حمزون)تكون مستقرة تقاربيا(intpoSpiral ). 
 9 في حالة الجذرين تخيميين(0)  تكون(0x)  مستقرة وتسمى دوامة(Center). 
 :مقدمة.1

بالنسبة لمتغير (,yx)تتناول ىذه الورقة البحثية دراسة استقرار حمول المعادلات التفاضمية من الرتبة الاولى في متغيرين تابعين  
بتدائية وقد تم أحيانا التعبير عن حمول ىذه المعادلات في لاوطبقا لمشروط ا (3)المستوى في  (t)مستقل واحد ىو الزمن 
صورة بارامترية باعتبار  t بارامتر يربط بين (yx,)  وفي ىذه الحالة يتم التعبير عن ىذه الحمول في المستوى(2)  فقط

لى نوع جذري المعادلة المميزة ما إذا كانوا موجبين معا أو سالبين معا وىل ىما متساويين أم إوتخضع عممية استقرار الحمول 
 [3,4].مختمفين وما إذا كانا حقيقيين أم تخيميين وىنا تظير عدة حالات للاستقرار أو عدم الاستقرار

: نعمم أن المعادلات التفاضمية من الرتبة الأولى تكون عمى الصورة
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وبفرض أن  txx ،  tyy  حلان لممعادلة  Iالمذان يحققان الشرطين الابتدائيين : II
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وبفرض أن   txX  ،  tyY  ىما حلان لممعادلتين   Iالمذان يحققان الشرطين الابتدائيين   :
0
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إذن الحمين  txx  ،  tyy  يحققان المعادلة  I والشرطين الابتدائيين  II يسميان حمين مستقرين عندما (t) 

:  المتباينات التالية(0t) بحيث تتحقق لجميع قيم  (0)، يوجد عدد آخر  (0)إذا وجد لكل عدد 
 )()( txtX،  )()( tytY 
:  إذا ما حققت الشروط الابتدائية لممتباينتين

 00 xX  ،    00 yY 

ىي النقطة التي يمر خلاليا منحنيان تكامميان عمى الأقل ، أي ىي النقطة التي لا :int   poSingularالنقطة المفردة . 2
 :تتحقق فييا وحدانية الحل لممعادلة التفاضمية إذا كان
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 .(3)في المستوى  (مسار )تصف منحنى تكاممي 1F،2Fفإن x،yأحداثي آخر أو ثالث  بعد  (t)حيث 
عندما نعتبر أن  tوسيطا  Parameterن المجموعة إ وليس متغيرف IIIمستوى  فيال في ىذه الحالة(2) .

 .(planePhase)(مستوى الحالة )ويسمى المنحنى في ىذه الحالة مستوى الطور  ( كوسيط (t)بعد التخمص من  )

:  حمين خاصين ومستقمين خطيا لممعادلة المتجانسة من الرتبة الثانية1x ، 2xإذا كانت : (1)مبرهنة . 3

 21212

2

,,0 aaxa
dt

dx
a

dt

xd  2211)فإن التركيب xCxCX ) (  1حيثC، 2C ثوابت )  يسمى تركيب

12خطي لممتغيرين  , xx[2]. يكونان حلا  لنفس المعادلة 

0212 إذا كانت  المعادلة :(2)مبرهنة . 4

2

 xa
dt
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xd وكان جذرا المعادلة المميزة  (1 ، 2) حقيقيانومتساويان (

21  )ن الحل يكون عمى الصورةإ  ف  :
  tetCCtx   )( 21  

 .عندما تكون الجذور متكررة حتى لو كانت سالبة 
n) ىي (A)إذا كانت كل القيم الذاتية لممصفوفة :(3)مبرهنة . 5 ,....., B)  حقيقية ومختمفة فإنو توجد مصفوفة(21
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:  دراسة حالات استقرار المعادلات التفاضمية الخطية من الرتبة الأولى في متغيرين التي عمي الصورة.6

 I
ybxa

dt

dy

ybxa
dt

dx

         

22

11













2121حيث  ,,, bbaa ثوابت 

حل لممجموعة (0x ،0y)ومن الواضح أن I [5].(الحل الصفري متجانس)لأن 
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يمكن حل ىذه المجموعة 1.6 I بواسطة تحويميا إلي معادلة واحدة من الرتبة الثانية وتفاضميا  بالنسبة إلى (t) كما يمي  : 
(a) ن الحل الصفري يكون مستقر تقاربياً إإذا وجد حل آخر ويقترب من الحل الصفري ف .
(b)  إذا وجد حل آخرلا يقترب ولا يبتعد من الحل الصفري يكون مستقر فقط  .
(c)  أما إذا وجد حل آخر يبتعد عن الصفر كمما زادت قيمة(t)ن المعادلة إ ف،ن الحل الصفري حل غير مستقرإ ف

: المميزة تكون عمى الصورة    0  212121

2  baabba  

0وتكتب عمى الصورة
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يمكن حل المجموعة 2.6 Iعن طريق البحث عن الحل الخاص في الصورة    :tt ecyecx 
21 ,  

ybxa:     أي أن
dt

dx
11  وبالتعويض عن قيمة   (xy,)     نجد

     ttt ecbecaec
dt

d 
21111  

     ttt ecbecaec
dt

d 
22122  

  01211  bcac  ،   02221  bcacوىي مجموعة المعادلات الجبرية الخطية في المجاىيل (1c ،2c) 
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12مساويا لمصفر ولتكن  ()التي يكون عندىا  ()فقط عند قيم  (,yx) حمول غير بدييية لكل من ىوىكذا نحصل عل , 
ومن ىنا نلاحظ أنو يتحدد استقرار حمول المجموعة  I 12) أو عدم استقرارىا بطبيعة الجذرين ,)عن طريق الحالات الاتية :

[1]:وتكون المعادلة المميزة ىي     0  2  bcadba  
 :حالات استقرار أو عدم استقرار الحمول.7

21)جذرا المعادلة المميزة حقيقيان سالبان ومختمفان:الحالة الأولى 1.7   ، 02  ، 01 ) ًويكون مستقر تقاربيا 

ix              )( لممعادلتين(0x ،0y)مثلا لبحث استقرار الحل 
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:   نوجد المعادلة المميزة لمجموعة المعادلات التفاضمية كالاتي
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: إذن الشروط الابتدائية ىي 
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 : فإن (t)وبالتعويض في المعادلتين من الواضح أنو عندما 
  0)(lim,0lim  tytx 0  والحل عندx،0y( تقاربياً يكون مستقر)  

:  ويمكن إيجاد معادلة المسار بالطريقة التالية
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cxy:وبتكامل الطرفين نحصل عمى lnln2ln  
22lnln cxycxy  

. 1 كما بالشكل المارة بنقطة الأصلالمخروطية المكافئة وىي تمثل معادلات القطوع 
0,0):    بيانيا 21  ) [7]. الإشارة السالبة لمجذرين تعني أن المسار متجو في كل حالة إلى نقطة الأصل 

 

 المارة بنقطة الأصلالمخروطية المكافئة القطوع .1شكل 
21): جذرا المعادلة حقيقيان موجبان مختمفان أي أن:الحالة الثانية2.7    , 01  ، 02 ) غير مستقرة عقدة

:          ويكون الحل عمى الصورة
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()(ty ، )(tx)  أي أنو كمما زادت قيمة tالمستوى الطوري  ىن المسار يبتعد عن نقطة الأصل ، وعلإ ف 
(planePhase )  تكون النقطة المفردة 0,0 عقدة غير مستقرة  nadeUnstable  

0,0)مثلا  لبحث الاستقرار عند   xy) لممعادلتين: 
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هي            المعادلة المميزة
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: ويكون الحل لممعادلتين ثم التكامل نجد أن
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 2وهي تمثل معادلة قطوع مكافئة تمر بنقطة الأصل كما بالشكل 
2Cxy  

)فإن   (t)عند      tytx ,) 

 

 المارة بنقطة الأصلالمكافئة القطوع .2شكل 
01): جذرا المعادلة المميزة جذران حقيقيان ومختمفا الإشارة أي أن:الحالة الثالثة3.7   ،02 ) 
)ن إ ف(t) عندما    0  ,  0  txty)  السالبة تكون ذاىبة لمصفر وتسمى في ىذه الحالة بالنقطة المفردة السرجية

 intpoSaddle ذا كان  إ(  0 01021  ybxa )فإنالحل يكون غير مستقر  solutionunstable ذا كانإ و(
  0 01021  ybxa ) ن الحل يكون مستقرإف solutionstable المستوى الطوري تسمى النقطة المفردة ىوعل ( 

 (السرج  intpoSaddle .[6] 

x     مثلا لبحث الاستقرار الصفري لممجموعة
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: وبالتالي يكون الحل  011 xcectx t  
  02

2

2 ycecty t   
:  إذن الحل يكون غير مستقر وبالتربيع وضرب المعادلتين نحصل عمى

tt eyYexX 2

00       &       
لإيجاد معادلة المسار وبحذف البارامتر t 2)نحصل عمى عائمة منحنيات في المستوى الطوري

00

2 xyyx )  وىي تمثل
 .3معادلة قطع زائد كما بالشكل 
   

t

tt extX 0limlim 
  0limlim 2

0  



t

tt eytY 

 
معادلة قطع زائد . 3شكل 

ذن الحل غير مستقر والنقطة المفردة إ 0.0تكون سرجية وتكون   :
 tctceX t  sincos 21  
 tctceY t  sincos 12  

:  ن كالاتيي حقيقي سالب ويكون الجذران مترافقء جذرا المعادلة المميزة مركبان بجز: الحالة الرابعة4.7
0  i2& i1 

:ويكون الحل tCtCeX t  sincos 21  
 [6]. فإن الحمول تكون غير مستقرة(0)ذا كانت إ أما ،فإن الحمول تكون مستقرة  (0)إذا كانت : ملاحظة

yx               :مثلا لبحث استقرار حل مجموعة المعادلتين
dt

dx


 
              yx

dt

dy
 

0
11

11









 

    011  1   

1,1  




ii 



21

2

,

022
 

: ويكون الحل
 tCtCeX t  sincos 21  
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:    ومنيا يكون
 tCtCeX t sincos 21   
 tCtCeY t sincos 12   

020
yCY

t



&010

xCX
t




 
 txtyeY t sincos 00  & tytxeX t sincos 00   

   tytxetx t sincos 00  ،  tyetxetx tt sincos 00

     1         00 yxtx   0t at 
   2         00 yxty  

من  1, 2 ينتج أنو عندما(0) 00)يمكن اختيار , yx)  0)قيمتين صغيرتين بدرجة تتحقق عندىا لجميع قيمt

) : والمتباينتين ىما(  ty و    tx)   ، وعندما(t)  فإن(  0tx&  0ty) 
حمزون يقترب من النقطة )ومسار ىذه المعادلة عبارة عن عدد غير منتيي من قطع المنحنيات , ويكون الحل مستقر  0,0) 

 .4كما بالشكل 

 
النقطة المفردة .4شكل  0,0بؤرة مستقرة spiralstableAsymptotic   

: جذرا المعادلة المميزة مركبان بجزء حقيقي موجب أي أن: الحالة الخامسة5.7
 0&& 21   ii 

ويكون الحل     tCtCety t  sincos 12 &   tCtCetx t  sincos 21  
00)ولأي شرطين ابتدائيين  , yx)  وعندما(t)  فان tx ,  ty يمكن أن تأخذ أية قيم كبيرة بمعني عندما (t) 

) فإن  ty,   tx)   ويكون الحل غير مستقر وفي المستوى الطوري تسمى النقطة المفردة بالبؤرة غير المستقرة 
:  فمثلالبحث استقرار حل مجموعة المعادلتين

 yx
dt

dx
 

  yx
dt

dy
 

0يكون الحل
11

11










 

0222   i 11     ,    i12 

   tCtCetx t  sincos 21   
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   tCtCety t  sincos 12  
 

)وعندما         100 CXtX &20)0( CytY ) 
: أي أن الحل يكون عمى الصورة

   tytxetX t sincos 00  
   txtyetY t sincos 00  

وفي المستوى الطوري نحصل عمى منحنى معادلتو في الاحداثيات القطبية ، والمسار عبارة عن عدد غير منتيي من قطع 
 [6,7].5 كما بالشكل (حمزون غير مستقر)المنحنيات 

 

النقطة المفردة .5شكل  0,0 (حمزون غير مستقر) بؤرة غير مستقرة(spiralUnstable ) 
)ويكون(0) جذرا المعادلة المميزة تخيميان والجزء الحقيقي :الحالة السادسة6.7 ii  21    ،   )  

:    فإن حل المنظومة لممعادلات(0،0)وعندما

    11 ybxa
dt

dx
 

    22 ybxa
dt

dy
 

intporest) يكون عمى صورة دوال دورية وتكون المسارات منحنيات مغمقة وتكون نقطة الاتزان )  مستقرة وتسمى دوامة
VortexStable)مستقرة  ) ولا يوجد استقرار تقاربي لأن الحل ىو  :

tCtCx  sincos 21  
tCtCy  sincos *

2

*

1  
 [8].(t)الحل لا يقترب من الصفر عندما 

y    :فمثلا لبحث استقرار الحل لممجموعة
dt

dx
 

     4x
dt

dy
 

0
4

1









 

ii 2     &     2     04 21

2   
ويكون الحل 
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  tCy 2cos2&  tCx 2sin 
: من المعادلتين وبتربيع الطرفين والجمع نحصل عمى (t)وبحذف البارامتر

1
4

     
2

2

2

2


C

x

C

y
1

4
          14

2

2

2

2

2

2
22 










C

x

C

y

C

x
Cy 

وىي تمثل قطوع ناقصة والنقطة المفردة تكون مركزا Center أي دوامة مستقرة(VertexStable )  6كما بالشكل. 

 
VertexStable) دوامة مستقرة.6شكل  ) 

01)إذا كانت :الحالة السابعة7.7  ,  02 ) فإن الحل يأخذ الصورة  :
  t

eaCaC
b

y 2

12211

1

1  &t
eCCx 2

21


 

 ixCCxat
t

               0210



 

    iiyaCaC
b

y
t

          
1

012211

1
0




 

وبحل المعادلتين  i ,  ii ومنيا نوجد (1C , 2C) 

2

0101

2


xayb
C


&

2

010102

1


 xaybx
C


 

 يكون  0x , 0yولأي قيمة صغيرة صغرا كافيا  لممقدارين  (0)  نلاحظ أنو لأي عدد 
  tx&  ty 0عندt 

ويكون الحل مستقرا  

0      : فمثلا  لبحث استقرار حل المجموعة
dt

dx 

      y
dt

dy
 

0
10

0









 

 01  & 12    01            02   
teCyy

dt

dy  2 10 Cx
dt

dx
 

0000:    عند الشرطين
     &     yyxx

tt



أي أن      teyty  0

&  0xtx  
. 7كما بالشكل  (0y) أي أن الحل مستقرا والمسارات ىي مستقيمات موازية لممحور
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 (0y) مستقيمات موازية لممحور .7شكل 

0&)إذا كان جذرا المعادلة المميزة حقيقيان سالبان ومتساويان : الحالة الثامنة8.7  21) 
[6]:ويكون الحل مستقرا وىو       tt eCtyetCCtx 

221      &      
:   فمثلا لبحث استقرار الحل لممعادلتين

     x
dt

dx
 

     y
dt

dy
 

0
10

01









 

     01           011
2
  121   

ويكون الحل بفصل المتغيرات     
dt

x

dx
x

dt

dx
             

dt
y

dy
y

dt

dy
             

  نحصل عمىوبالتكامل
teCty  2)(&  teCtx  1 

: فإن(t)وعندما   0tx ,   0ty 

 مستقر  (0x&0y)أي أن الحل 
  02          0 yCty    01          0 xCtx  

 2         )( 0

teyty &   1         0

textx   
  وبحذف البارامتر t (1)عمى  (2)وذلك بقسمة حدود المعادلة  (2)و  (1) في المعادلتين 

KxyK
x

y

C

C

x

y
         

0

0

2

1 

Kxy)تكون عائمة المنحنيات في المستوى الطوري )  8كما بالشكل .
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 النقطة .8شكل  0,0 عقدة مستقرة

0،)جذرا المعادلة المميزة حقيقيان متساويان موجبان : الحالة التاسعة9.7  21) 
: ويكون الحل      tatCaC

b

e
ty

t

1211

1

1 





&    tetCCtx 
21   

)فإن (t)وعندما      tytx 0    ,    0)ويكون الحل(    ,      yx)[8]. غير مستقر 
:  فمثلا لبحث استقرار الحل لممعادلتين

    x
dt

dx
 

    y
dt

dy
 

0
10

01











  1        01 21

2
  

ويكون الحل بفصل المتغيرات                        

dt
x

dx
x

dt

dx
          

dt
y

dy
y

dt

dy
          

teCty 2)( &  teCtx 1 
)  فإن(t)عندما   ty ،  tx)  لذلكفإن الحل عند(0x  ،  0y)غير مستقر ويكون  :

  020 yCty     ،  010 xCtx  
  )( 0

teyty &    0

textx  
وبحذف البارامتر tنحصل عمى   :

 
 

kyxk
y

x

ty

tx
             

0

0 

Kyx)وىي تمثل عائمة المستقيمات التي تمر بنقطة الاصل والمبتعدة بعداً لا نيائياً عن نقطة الاصل  ) 9كما بالشكل .
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النقطة .9شكل  0,0تسمىعقدة غير مستقرة

نظرا لأىمية نظرية الاستقرار في مجالات اليندسة والاقتصاد والتحكم الالي وعموم الفضاء وغيرىا من العموم ، :الخلاصة. 8
نعرض في ىذه الورقة البحثية موضوع استقرار حمول المعادلات التفاضمية الخطية من الرتبة الاولى والتي تمخض عنيا عرض 

: تسع حالات عن نوعيات ىذه الحمول منيا المستقرة ومنيا غير المستقرة وذلك حسب نوعية الجذور وىي كما يمي 
إذا كان جذرا المعادلة المميزة حقيقيين سالبين فإن المنحنيات تتجو إلى نقطة الاصل وينتج عنيا عقدة مستقرة اما إذا كان 

الجذران حقيقيان موجبان فإن المنحنيات تتجو من نقطة الاصل إلى مالا نياية وتكون عقدة غير مستقرة ، وعندما يكون احد 
جدري المعادلة المميزة مختمفي الاشارة فينتج عن ذلك نقطة سرجية وتكون الحمول غير مستقرة وعندما يكون الجذران تخيميين 

نقطة مستقرة ويكون المنحنى حمزون يتجو نحو ىذه النقطة ، اذا كان الجذران تخيميين والجزء  (0,0)مترافقين تكون النقطة 
الحقيقي سالب فان الناتج بؤرة مستقرة وعندما يكون الجزء الحقيقي موجب تكون البؤرة غير مستقرة ، واذا كان الجذران موجبين 

 تكون عقدة فعمية غير مستقرة ، وعندما يكونا سالبين متساويين تكون عقدة غير فعمية غير مستقرة (0,0)متساويين فإن النقطة 
ذا كانت  𝛼)وا  > 𝛼)في حالة الجذرين التخيميين فإنو ينتج منحنى حمزوني غير مستقر وعندما تكون  (0 < فإن النقطة  (0

ذا كانت  (بؤرة مستقرة)تكون مستقرة تقاربيا  𝛼)، وا  = والجذران تخيميان تكون دوامة ، وعندما يكون احد الجذور صفر تكون  (0
 𝑦.[1]المنحنيات مستقيمات لممحور 

: المراجع. 9
 . 1990, الييئة الميبية لمبحث والعموم والتكنولوجيا”, مقاربة ىندسية _ الاستقرار الرياضي",عمي,بن الاشير[1]

[2]J. Lasalle and S. Lefchetz, “stability by Liapunov’s direct methods with applications”, academic 

press, 1961. 

[3]E. Coddingten and N. Levinson, “theory of ordinary differential equation”, Mcgraw Hill, 1955. 

[4]A.M.Benalashary, “final-stability theory”, PhD. Thesis, 1971. 
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